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2 INTRODUCCIO

Dins d’aquesta introduccié es preten explicar quines sén les motivacions, tant de
caire historic com de caire purament cientific, que donen Hoe a un treball d’investigacié
com aquest. Com ja es va dir a 'informe descriptiu del projecte, 'ambit de desen-
volupament del projecte esta dins de la Fisica Tedrica, i més concretament, dintre de
la teoria de la Relativitat General (teoria que descriu les forces i interaccions gravita-
tories en sistemes fisics}). Dins d’aquest mare, Uintencié d'aquest treball és contribuir
al desenvolupament de la Relativitat General en la seva vessant relacionada amb la
Cosmologia moderna. Per tant, es fa necessari parlar de que es la Cosmologia, quins
s6n els seus objectius, en quin estat es troba avui dia i com contribuiex aquest pro-
jecte al seu desenvolupament. Amb aquest motiu, en aquesta introduccid s’inclueix
un apartat on es tracten aquestes qiiestions. Posteriorment, en un segon apartat,
s’exposa quins han estat els objectius del treball, com s’han desenvolupat i quina és

la seva disposicid dins d’aquesta memoria.

2.1 Que és la Cosmologia?

Al Harg de la major part de Uhistdria que coneixem de la nostra espécie, sabem
que sempre hi ha hagut una gran preocupacié i inquietud per intentar coneixer com
és el “mén” que ens envolta més enlly del plancta on vivim. Qiiestions relacionades
armb com és I'Univers, quin és el seu origen, com evoluciona amb el temps, etc., han
estat sempre presents al pensament huma. Per tant, és 1dgic afirmar que la disciplina
del coneixement huma que avui dia s’encarrega de 'estudi de PUnivers, la qual rep
el nom de Cosmologia, té uns origens realment molt llunyans. No obstant, durant la
major part de historia de 'humnanitat, la Cosmologia ha estat practicament exempta,
en el seu desenvolupament de la component cientifica, i els seus objectes d’estudi han
estat dominats en algunes ocasions per la Mitologia, i en unes altres per la Teologia
o la Filosofia, ete. En resum podem dir que la metodologia cientifica era absent de la
Cosmologia fins fa molt poc.

Va ser a principis d’aquest segle i motivat pels avengos de diverses branques de
la Fisica, principalment de "Astronomia, de 'Astroffsica i de la Fisica Tedrica, quan

Pestudi de 'Univers com un tot, és a dir, la Cosmologia moderna, va comengar a



ser considerat com una displina cientifica. Entre aquests avencos cal destacar els
seglients: per una part el treball comengat, tant per astronoms com per astrofisics,
al segle passat va culminar a comengaments d’aquest segle amb el descobriment de
que la concentracié de estels al voltant del sistema solar, al qual es troba la Terra, té
un final, i que més enlld hi han altres concentracions diferents que es troben bastant
lluny de la nostra. Aquestes concentracions d’estels sén el que coneixem amb el nom
de galdxies, la nostra en concret rep el nom de Via Lactia (el terme anglés és Milky
Way). Per altra part, també a principis de segle, una nova teoria va aparcixer a la
Pisica Tedrica: la teoria general de la Relativitat, coneguda avui dia amb el nom
de Relativitat General. Aquesta teoria de la Gravitacid, ideada per Albert Einstein
entre els anys 1905 1 1916, va tindre inmediatament una gran importancia per la
Cosmologia, ja que a partir d’aquesta teoria es van comengar a construir, als anys
segiients de la seva aparicid, els primers models cosmologics per descriure I’Univers.
A partir d’aquest moment fins als darrers anys de 'época actual, un seguit de des-
cobriments importants, tant de caire experimental com de caire teorie, s’han produit
dins de I'ambit de la Cosmologia, donant lloc d’aquesta forma a Pesquema que avui
dia coneixem amb el nom de Model Estandar de I'Univers. Aquest model, és el model
que tenim actualment per descriure Pestructura i evolucié a gran escala de I'Univers.
Com és logic, aquest model no estd ni de bon tros acabat, no obstant, cada dia sén
més les branques de la Fisica que contribueixen al seu desenvolupament (Gravitacid,
Astrofisica, Astronomia, Fisica de particules, Fisica de procesos no lineals, ete.).
Entre els fonaments tedrics sobre els quals esta basat el Model Estandar de
I"Univers cal destacar els segiients: per una part tenim 'anomenat Principi Cos-
mologic, el qual afirma que 'Univers a gran escala és isotrop (aix0 vol dir que totes
les direccions a PUnivers sén equivalents) i homogent (aix0 vol dir que tots els punts de
PUnivers sén equivalents; la conseqiiéncia d’aixd és que el contingut de massa/energia
ha de estar distribuit uniformement a 1'Univers, o dit d’'una altra manera, que la den-
sitat de massa/energia ha de ser la mateixa a cada punt de I'Univers). Aquest prin-
cipi va ser enunciat en base a les observacions fetes per I’Astronomia i I’Astrofisica,
no obstant, algunes de les observacions fetes recentment fan pensar que hipotesi
d’homogeneitat no és tant certa com en un principi semblava ser. Aquest darrer

punt, sobre el qual s'incidira a 'apartat segiient, és un punt clau en la motivacié



d’aquest projecte d’investigacié. Per una altra part tenim la contribucié de la Rela-
tivitat General, teoria en la que més endavant s’aprofondira, la qual ens aporta un
entorn matematic adeqiiat del qual podem extreure diversos models per una descrip-
cié geometrica i dindmica de 'Univers. En aquest sentit cal destacar que el Principi
Cosmologic junt amb les equacions d’Einstein de la Relativitat General dona lloc
a un conjunt particular de models, els quals degut als seus descobridors (Friedman,
Lemaitre, Robertson i Walker, de forma independent, al voltant de la década de 1920}
es van anomenar models FLRW. L'importancia d’aquests models és deguda al fet de
que el Model Estandar es va desenvolupar al seu entorn, i a més cal destacar que ho va
fer amb bastant éxit, ja que ha obtingut bons resultats a la major part de prediccions
que a partir d’ell s’han fet.

En quant als fonaments experimentals i observacionals del Model Estandar és
important assenyalar, entre els fets més destacats en pro d’aquest model, els segiients:

-déna una explicacié tedrica de la llei de Hubble (també coneguda com llei
de corriment cap al vermell), llei que Edwin Hubble va trobar al voltant de 1930
mitjancant observacions de diferents galaxies. Aquesta llei ens diu que la velocitat
d’allunyament de les galaxies és proporcional a la seva distancia respecte a nosaltres.
Dintre del Model Estandar aquesta llei experimental s’explica com una conseqiiencia
del fet de que I’Univers es troba en expansio.

-un altre fet important que esta explicat pel Model Estandar de I'Univers és
el de 'existéncia d’un fons cosmic de radiacid electromagnética de microones (habi-
tualment a fisica per fer mencio d’aquesta radiacid es fan servir els termes anglesos
“Cosmic Microwave Background”), la qual va ser predita per Gamow a l'any 1948 i
més tard detectada experimentalment per Penzias i Wilson a l'any 1965. Actualment,
gracies a les recents observacions que tenim, fetes pel satellit COBE de la NASA,
se sap que l'espectre d’aquesta radiacié coincideix amb molta precisid amb el d'una
radiacié térmica de cos negre a 2.735 graus Kelvin (uns 270 graus centigrads sota
zero). Llexisténcia d’aquesta radiacié s’explica al Model Estandar com una reliquia
del pagsat primitiu calent de I'Univers.

-A partir de Pexisténcia del fons cosmic de radiacié de microones i utilitzant els
models cosmologics FLRW, el Model Estandar déna explicacié d’un altre fet molt im-

portant com és la formacié d’abundancies dels elements quimics més lleugers (heli, liti,



triti, beril.li, ete.) a I’'Univers primitiu. Aquest procés que rep el nom de Nucleosintesi
Primordial ha estat molt important per la Cosmologia degut a la trascendéncia que
ha tingut per les prediccions que s’han anat fent posteriorment.

Fins aquest moment s’ha fet una exposicié de que és la Cosmologia i com és el
principal model que s’ha desenvolupat. Una informacié molt més extensa sobre aquest

tema es pot trobar a les referéncies [7], [12], [14] i [19].

2.2 DMotivaci6 i descripcio del projecte

A Vapartat anterior, entre altres coses, s’ha fet una exposicié dels fets més impor-
tants que recolzen el Model Estandar. En contrast amb aix0, ara veurem alguns fets
concrets dels quals, o bé no ens una déna una explicacié satisfactoria, o bé queden
fora del seu abast. A partir d’aquf arribarem a la motivacié basica d’aquest projecte,
per passar tot seguit a la seva descripcid.

Amb el pas d’aquest segle els sistemes d’observacié astronomics, els métodes
d’exploracié astroffsica i Pus de satéllits d’observacié han millorat molt. Aquest
fet fa que actualment coneguem molt millor que hi ha a I’Univers 1 quin paper juga
en ell. Les mesures que s’han fet en aquest sentit a les ltimes décades semblen indicar
que I'Univers no és tan homogeni com en un principi es pensava, ja que s’han trobat
en ell importants indicis d’inhomogeneitats a gran escala, o dit d’una altre manera,
s’han trobat a I'Univers estructures a una escala major de l'esperada. Entre aquestes
estructures podem destacar les segiients:

-el buit de Bootes, amb un tamany d’aproximadament 60 megaparsecs (un
megaparsec és aproximadament igual a 3.10' quilometres). Aixo vol dir que aquest
buit és molt més gran que un ciimul de galaxies.

-el filament Piscis-Perseo, amb una longitut d’uns 25 megaparsecs.

—el gran atractor, la massa del qual és aproximadament 10'® vegades la massa
del Sol.

-la concentracié de Shapley, amb una massa d'unes 10'7 vegades la massa del
Sol.

-la gran muralla, amb una massa d’unes 10'7 vegades la massa del Sol i amb

unes dimensions de 5x60x170 megaparsecs.



Per un altre costat, un dels problemes més importants amb els quals s’enfronta la
Cosmologia Moderna, aconseguir explicar com s’han format les galaxies, suggereix la
necessitat de l'existéncia d’époques en les quals I'Univers era inhomogeni.

Tot aixd i més ha fet que una de les linies més importants d’investigacié actuals a
Pentorn de la Cosmologia i la Relativitat General sigui l'estudi de models cosmologics
inhomogenis. Aquest estudi implica no fer Phipdtesi d’homogeneitat que es fa al
Prineipi Cosmoldgic, amb la qual cosa el nombre de models cosmologics que es poden
trobar solucionant les equacions d’Einstein és practicament infinit, tot depen de que
tipus de models es volen trobar i de quins sén els métodes emprats a la resolucié de
les equacions.

Tota la serie de fets i consideracions que s’acaben d’exposar han motivat que
'objectiu d’aquest projecte d’investigacié sigui la recerca i posterior estudi de models
cosmoldgics inhomogenis. Com ja s’ha dit anteriorment aquests models cosmologics
s’obtenen a partir de la Relativitat General. Amb aquest motiu a 'apartat 3.1.
del segitent capitol es fa una descripeié general d’aquesta teoria de la Gravitacid.
Seguidament, a apartat 3.2, es tracta el problema de trobar i caracteritzar solucions
cosmoldgiques a Relativitat General, per passar a continuacié, a I'exposicié de la
técnica emprada en aquest projecte per aconseguir trobar nous models cosmologics.
El nom d’aquesta técnica és lo transformacid generalitzade de Kerr-Schild. Despres,
en els apartats posteriors es presenten les solucions que s’han trobat junt amb les

seves principals propietats.



3 DESENVOLUPAMENT DEL PROJECTE

En aquesta part de la memoria s’exposa la totalitat del desenvolupament del
projecte, des d’els plantejaments inicials (fonaments tedrics), fins als resultats finals

als quals s’ha arribat.

3.1 La Relativitat General

La Relativitat General com ja s’ha mencionat abans és una teoria de la Gravitacio,
de la mateixa manera que també ho és la teoria de la Gravitacié Universal d’lsaac
Newton {1642-1727). Newton va descriure la Gravitacié als seus Principio (finals
del segle XVII} com la causa que opera sobre el sol i els planetes “d’acord amb
la quantitat de mateéria solida que contenen, es propagan-se per tots els costats a
distancies inmenses, decreixen sempre com Pinvers del quadrat de les distancies”.
Aquest enunciat és el que avui dia coneixem amb el nom de Llei de la Gravitacié
Universal, la qual ens diu que la forga gravitatoria entre dues masses m, 1 mo separades
una distancia r és atractiva i la seva magnitud ve donada per

F=c™2 (1)
T
on
G = 6.6732(31) - 10 % dina cm?g™2,

Les masses que apareixen en aguesta expressio s’anorenen masses gravitatories, en
contrast amb les que apareixen a la segona llei de Newton (“La forca total que actua

sobre qualsevol cos és proporcional a l'acceleracié que aquest t€”):
F = ma. (2)

Aquesta massa s’anomena massa inércial. La serie d'experiments fets al llarg del
segle passat 1 durant aquest segle han demostrat que la massa gravitatoria d'un cos
qualsevol i la seva massa inercial sén iguals. Aquest important fet va portat Einstein
a epunciar 'anomenat Principi d’Equivaléncia, el qual constitueix un dels principis
basics de la Relativitat General. Aquest principi ens din que “a cada punt de Pespai-
temps en un camp gravitatori és possible escollir un sistema de coordenades localment

inereial tal que, dintre d’una regié suficientment petita al voltant del punt en qliestid,
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les lleis de la natura prenen la mateixa forma que en els sistemes de coordenades
cartesianes no accelerats en abséncia de gravitacié”. L'inclusié dins de Penunciat
del Principi d'Equivaléncia de les paraules sistema de coordenades localment inércial,
fa que les equacions de la Relativitat General hagin de ser escrites en el llenguatje
materndtic de la Geometria Diferencial, la qual té com a origen la Geometria Rieman-
niana (un ampli tractament d’aquest aparell matemasic es pot trobar a les referéncies
[3], [5] 1 [20]). En aquesta geometria, la Geometria Diferencial, Pestructura de I'espai-
temps ve descrita pel que anomenem la métrica de l'espai-temps. La metrica, entre
altres coses, és un objecte matematic que ens determina la magnitud dels intervals
entre diferents succesos que es donen a 'espai-temps. En quant a la seva significacid
fisica, s’ha de dir que la metrica juga a la Relativitat General un paper equivalent al
que juga el potencial gravitatori a la teoria newtoniana de la Gravitacid, dit d'una
altra manera, la metrica és 'andleg al potencial gravitatori. En el llenguatje de la
Geometria Diferencial la métrica és el que s’anomena un tensor 2-covariant simetric,
la qual cosa significa que la métrica, que normalment es denota per g, ', conté deu
funcions, les quals haurem de determinar si volemn congixer les caracteristiques de
Iespai-temps que estiguem estudiant.

Com s’acaba de dir, la métrica és P'objecte matematic que necessitem per descriure
Vestructura de Pespai-temps, llavors la gliestié que sorgeix de manera immediata és
la segilent: Com i que es necessita per poder determinar la metrica d'un espai-temps
donat?. La resposta a aquesta pregunta va ser donada per Albert Einstein a Pany
1915. Kinstein va trobar quines sén les equacions matematiques que determinen
la métrica de Pespai-temps. Aquestes equacions s’anomenen les equacions del camp
gravitatorl, encara que normalment sén conegudes amb el nom d’equacions d’Einstein,
i com ja s’ha comentat abans, al igual que la resta de les equacions de la Relativitat Ge-
neral, estan escrites en el lleguatje de la Geometria Diferencial. I’expressié d’aquestes
equacions €s

L
Rp,y - 59‘;4,,1?, = T,,w. (3)

Fl primer membre d’aquestes equacions estd compost per objectes matematics rela-

cionats amb la curvatura de Pespai-temps, 1 per tant, relacionats amb la geometria

1Les lletres prepues p i v sém indexs que prenen els valors O (normalment per la dimensié tempo-

ral), 1, 2 i 3 (normalment per les dimensions espaials).



de D'espai-temps. A més, és important assenyalar que aquest membre de les equa-
cions conté la meétrica (en aquest punt s’ha de tindre en compte que R, i R sén
objectes matematics, relacionats amb la curvatura de D’espai-temps, que depenen de
la meétrica i de les seves derivades), dins d’aquestes equacions fa el paper d'incdgnita.
Per altra part, al segon membre de les equacions d’Einstein tenim lobjecte T, el
qual habitualment es coneix amb el nom de tensor d’energia-moment. Aquest ob-
jecte té una gran importancia, ja que és Pobjecte que descriu com és la distribucié de
massa/energia a 'espai-temps.

A grans trets, es pot afirmar que les equacions d’Einstein relacionen el contigut
material d’un espai-temps qualsevol amb la seva geometria, i al igual que s’ha dit que
la métrica a Relativitat General és Panaleg al potencial gravitatori newtonia, es pot
dir que les equacions d’Einstein sén les equacions analogues a ’equacié newtoniana
del potencial gravitatori ( aquesta darrera es pot trobar a la major part dels textos
de batxillerat), i que relaciona el potencial gravitatori amb la distribucié de massa al
espai, és a dir, amb la densitat de massa. Dit aix0d, ara veurem com es pot coneixer
quina és Pestructura d’un espai-ternps determinat. En primer lloc, hem de saber
quin és i com estd distribuit el contigut de massa/energia d’aquest espai-temps. Amb
alxd construirem el tensor de energia-moment corresponent, el qual colocarem, acte
seguit, a les equacions d’Einstein. Una vegada fet, I'tinic pas que ens resta és resoldre
aquestes equacions per obtindre finalment la metrica de 'espai-temps en qilestio.
No obstant, s'ha de tindre en compte, que de moment, aixd no és res més que la
teoria dels pasos que hem de seguir per resoldre les equacions d’Einstein, i per tant,
aquests pasos que s’acaben de descriure, en especial el darrer, poden portar moltes
dificultats teécniques. En aquest sentit, és important notar que aquestes equacions
sén equacions diferencials no lineals en derivades parcials, la qual cosa fa que la seva
resolucio sigui extremadament complicada a la major part dels casos. De tota manera,
en els seglients apartats d’aquest capitol veurem de quina manera la técnica que s'ha
proposat en aquest projecte aconsegueix superar aquestes dificultats donant lloc a
noves solucions cosmologiques de les equacions d’linstein.

Per finalitzar aquest apartat sobre la teoria de la Relativitat General és important
remarcar que aquesta teoria de la Gravitacié ha significat un gran avanc respecte a

la teoria newtoniana. Entre els fets més destacats, que abans no trobaven explicacid
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a cap teoria, i dels quals la Relativitat General ha donat una explicacié satisfactoria
cal destacar els segiients: la precesié del periheli de Mercuri, la desviacié de la lum
al passar prop d'objectes amb molta massa, els canvis per corriment al vermell de
Pespectre de la radiacié electromagnética per efectes gravitatoris, el retard temporal
de la llum, la possible existéncia d’ones gravitatories, etc. Una exposicié molt més

detallada de la Relativitat General es pot trobar a les referéncies [3, [6] 1 [20].

3.2 Models cosmologics de Relativitat General

Al darrer apartat, s’han explicat quins sén els fonaments basics de la Relativitat
General, i entre altres coses, s’ha parlat de les equacions d’Einstein, de quin és el seu
significat fisic i de que vol dir, a grans trets, trobar solucions d’aquestes equacions. Al
llarg d’aquest apartat ens centrarem en el problema de trobar solucions cosmologiques
de aquestes equacions i de com es caracteritzen aquestes.

Trobar solucions cosmologiques de les equacions d’Einstein, o dit d’una altra man-
era, trobar models cosmologics, vol dir que hem de considerar I’'Univers com a 'espai-
temps de la Relativitat General. Per tant, el tensor d’energia-moment que apareix
al segon membre de las equacions d’Einstein (3), ha de descriure el contingut de
massa/energia de I'Univers. Aixd a Relativitat General normalment es fa agafant
un tensor d’energia-moment de tipus fluid-perfecte. L'expressié d’un tensor d’aquest
tipus ve donada per?

Tpu = (p -+ p)up,uu + PG+ (fi)

En aquesta equacié u,, és el camp de velocitats del fluid, el qual representa la velocitat
mitjana de la materia a cada punt de Pespai-temps, p és la pressio isotropica del fluid
i pés la densitat total de massa/energia del fluid que mesuraria qualsevol observador
que tinguds a u, com a camp de velocitats. A més d’aixo, habitualment a aquesta
descripeid del contingut de I'Univers com un fluid-perfecte se li afegeix una equacid
d’estat per la. matéria (aixo significa donar una relacié entre la densitat p i la pressio
p). Per altra part, també es solen imposar unes restriccions de cardcter fisic sobre

la densitat p i la pressid p del fluid, anomenades condicions d’energia. Adquestes

2 Aquesta expressié és valida en un sistema d’unitats fisiques en el qual es tingui que 87G = ¢ = L.

On (7 és la constant gravitatoria i ¢ és la velocitat de la llum en el buit.
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condicions d’energia exigeixen que la densitat total de massa/energia sigui positiva,
és a dir,

p >0,
i que a més, es cumpleixi una de les dues segiients condicions

a) p+p>0,
by p+3p>0.

La primera d'aquestes condicions s’anomena condicié d’energia feble, mentre que la
segona s’anomena condicié d’energia forta.

Per altra part, aquest fluid-perfecte, amb el qual s’esta descrivint el contingut
material de I'Univers, estd caracteritzat per unes quantitats cinematiques que a conti-
nuacid es mostraran i que depenen només del camp de velocitats del fluid u,. Aquestes
guantitats son:

-L’expansié del fluid 8. Aquesta quantitat ens déna el ritme de canvi de la
distancia entre particules del fluid en un entorn de l'espai-temps. Tenint en compte
que el fluid representa el contingut material de I'Univers, aquestes particules seran
etmuls de galdxies. L’expressio de la qual s’obté aquesta quantitat cinematica a partir
del camp de velocitats és

0 = V,ut. (5)

-L’acceleracid del fluid a#. L’acceleracid del fluid és un camp de vectors,
ortogonal al camp de velocitats del fluid, que representa els efectes combinats de les

forces gravitatories i inércials sobre el fluid. La seva expressio és
at = u’'V,ut {6)

-La distorsié del fluid o,,,,. La distorsié del fluid és un camp de tensors, simetric,
que determina la distorsié que s’origina al si del flux del fluid, deixant invariant el

volum. La seva expressio €s
1
O = Viutiyy + uthy) — §6h”"’ (7)
L

amb

h,u.u = Guv + Uply.
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-La vorticitat del fluid w,,. La vorticitat del fluid és un altre camp de tensors,
en aquest cas antisimetric, que determina una rotacié rigida dels ciimuls de galaxies

respecte a un sistema inércial local en repds. La seva expressio és
W = Vil + aptty). (8)

A partir de la vorticitat i del camp de velocitats del fluid s'introducix el vector de

vorticitat w’, 'expressio del qual ve donada per

1
2 LY g
Després d’aquesta exposicid sobre la caracteritzacié d'un model cosmologic passa-
rem a introduir, en el segiient capitol, el meétode emprat en aquest projecte per trobar
nous models cosmologics. Per altra part, una discussié més detallada sobre el tema

d’aquest apartat es pot trobar a les referéncies [1] i [3].

3.3 La transformacié generalitzada de Kerr-Schild per a

fluids perfectes

En aquest apartat es descriu la transformacié generalitzada de Kerr-Schild per a
fluids perfectes, que com ja s’ha dit, és la tecnica que s’ha utilitzat en aquest projecte
per trobar nous models cosmologics inhomogenis a partir de les equacions d’Finstein
de la Relativitat General. Aquesta técenica té el seu origen en un métode que va ser
iniciat per Kerr i Schild (veure la referéncia [4]), i que per aquest motiu es va denomi-
nar “la transformacié de Kerr-Schild”. Originalment, Kerr i Schild van desenvolupar
aquest metode per trobar només solucions de buit, és a dir, pel cas en el qual I'espai-
temps no conté ni massa ni energia {amb la qual cosa a les equacions d’Einstein (3)
s’ha de posar T, = 0). Un dels grans esdeveniments a Relativitat General va arribar
quan Kerr, amb aquest métode que ell va iniciar junt amb Schild, va obtindre, a I’any
1963, la solucié més general possible per descriure el camp gravitatori a l'exterior d'un
forat negre amb simetria axial. En els anys segilents a l'aparicié d’aquesta tecnica,
es van desenvolupar generalitzacions pel cas en el qual Pespai-temps es buit pero hi
ha present un camp electromagnétic, cas en el qual les equacions d’Einstein es solen
anomenar equacions d’Einstein-Maxwell, 1 pel cas en el qual el contingut de Iespai-

temps és el que s'anomena “radiacié pura”. Aquestes generalitzacions que s’acaben
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de citar, com es por veure al capitol 28 de la referéncia [5], van donar lloc a uns
resultats bastant bons, ja que es van obtindre un gran nombre de noves solucions de
les equacions d'Einstein. Anys més tard es va comencar a estudiar la generalitzacié
d’aquesta teécnica, la qual es coneix amb ¢l nom de “la transformacié generalitzada
de Kerr-Schild”, i té Pavantatge que es pot aplicar a qualsevol tipus d’espai-temps.
L’intencié principal, tant de la transformacié de Kerr-Schild com de la seva gene-
ralitzacio, és intentar trobar noves solucions de les equacions d’Einstein partint de
solucions ja conegudes. Aquest fet es pot veure directament a la expressié matematica

de la transformacié generalitzada de Kerr-Schild, la qual sescriu de la seglient forma
g'p,u = Guv + Q'JLIE,LLEV (10)

En aquesta expressid g, és la metrica suposadament coneguda, a la qual s’aplica
la transformacid, i que a partir d’ara anomenarem métrica {avor. Aquesta metrica
pot ser en principi la métrica de qualsevol espai-temps conegut. Després, al primer
membre d’aquesta identitat tenim g, que és la metrica que s'obté amb 'aplicacié
d'aquesta téenica i que a partir d’ara anomenarem métrice KS (metrica de Kerr-
Schild). Al segon membre tenim £¢, que és un camp de vectors isotrop i geodeésic per
ambdues métriques, per la llavor i per la KS. I per ltim tenim H, que és simplement
un camp escalar.

A partir de Uexpressié de la transformacié generalitzada de Kerr-Schild {10) i de les
equacions d’Einstein {3) s'arriba a la segiient relacié entre el tensor d’energia-moment
de la meétrica llavor g,,, el qual designarem per T, i el tensor d’energia-moment de

la metrica KS g, que designarem per T, :
T = 0T, + F A, (11)

on F' és un camp escalar. A partir d’aquesta relacié se segueix que no es poden trobar
metriques KS de fluid-perfecte (és a dir, amb un tensor d’energia-moment de tipus
fluid-perfecte)} partint de métriques llavor de buit o de metriques llavor amb un tensor
d’energia-moment que tingui a £ com un autovector.

Aquest darrer fet que s’ha exposat és bastant important, ja que ens déna el motiu
de perque no es poden trobar metriques KS de fluid-perfecte amb la transformacio de

Kerr-Schild original. El motiu és que la transformacid original emprava la metrica de
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Minkowski (la metrica de la teoria Especial de la Relativitat), la qual és una metrica
d’'un espai-temps buit, com a métrica llavor.

Fins que J.M.M. Senovilla i col.laboradors, van desenvolupar un meétode per trobar
métriques de fluid-perfecte mitjangant la transformacié generalitzada de Kerr-Schild,
el qual va ser descrit a les referéncies [81, [9] i [15], no s’havia trobat encara cap metrica
de fluid-perfecte mitjancant la técnica de la transformacié de Kerr-Schild. Aquest
meétode desenvolupat per J.M.M. Senovilla i col.laboradors utilitza les metriques con-
formement planes de fluid-perfecte com a metriques llavor. L’avantatge de fer aixo
és que totes les métriques conformement planes de fluid-perfecte sén conegudes, 1 es
divideixen en dos grups diferenciats: per una part tenim les metriques de Friedmann
generalitzades (aquestes metriques contenen les meétriques FLRW) i per altra part
les metriques interiors de Schwarzschild generalitzades (aquestes contenen la metrica
de Schwarzschild interior). Aquestes meétriques, les quals van ser trobades per IH.
Stephani, es poden veure al capitol 32 de la referéncia [5].

Una vegada s’ha escollit les métriques llavor com metriques conformerent planes
de fluid-perfecte, sha de passar a estudiar com es poden trobar, a partir d’aquestes,
les metriques KS, les quals també han de ser metriques de fluid-perfecte, ja que estem
intentant trobar models cosmoldgics. Aixo es va fer estudiant les equacions d’Einstein
per a les métriques KS. Els resultats d’aquest estudi es poden classificar, com es pof

veure a les referencies [8] 1 [15], en els segiients dos punts:

e Per una part obtenim: la densitat j, la pressié § i el camp de velocitats @
de les metriques KS com funcions de la densitat p, la pressié p 1 el camp de velocitats

u” de les metriques llavor, del camp escalar H 1 de les seves derivades d,H.

o [ per altra part tenim un sistema d’equacions diferencials en derivades parcials
per al camp escalar H. En aquest punt, apar¢ixen dos casos ben diferenciats depenen
de si el camp de vectors isdtrop i geodesic £ té o no té distorsio. La resolucio d’aquests
casos es tractaran en apartats diferents.

Del primer d’aquests dos punts, i una vegada conegut el camp escalar H, es troben
les quantitats que defineixen el fluid-perfecte associat a les metriques KS (densitat,
pressié i camp de velocitats), o dit d’una altra manera, es troba el tensor d’energia-

moment associat a les métriques KS. Per tant, el que s’haurd de fer, és resoldre el
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sistema d’equacions diferencials en derivades parcials del segon punt per tal de trobar
H.

Per tal d'atacar aquest problema, a partir del metode desenvolupat per J.M.M.
Senovilla i col.laboradors, vam dissenyar un programna sisternatic per tal de trobar
metriques KS de fluid-perfecte (veure la referéncia [16]), que a continuacié descriurem.
Aquest procediment general per trobar metriques KS de fluid-perfecte es divideix en
dues parts ben diferenciades. La primera part consisteix en construir teoremes que
ens defineixin les métriques KS g, a través de les métriques llavor g, i el camp
de vectors isdtrop i geodesic £°. Els pasos que cal seguir per tal de trobar aquests

teoremes sén els segilents:

1) Fer algunes suposicions adequades sobre g, 1 #*. L’objectiu principal
d’aquest pas és simplificar el sistema d’equacions diferencials en derivades parcials
per H, de manera gue es puguin resoldre de manera exacta. Un exemple de 'aplicacid
d’aixd, és utilitzar aquestes suposicions per aconseguir que aquest sistema d’equacions

diferencials sigui lineal.

2) Trobar les condicions d’integrabilitat del sistema d’equacions diferencials
o

que tenim per H. I per tant, a través de les condicions d’integrabilitat, d’aquf obtin-
drem algunes restriccions sobre g, 1 €.

Amb aquest esquema es pot construir una gran varietat de teoremes per trobar
noves metriques KS de fluid-perfecte (alguns exemples de teoremes es poden trobar
a les referencies [8], [9] i [15]). L'esquelet d’aquests teoremes és:

TEOREMA: “Sigui g, una metrica conformement plana i de fluid-perfecte, i sigui
(=] by 1 =1

¢ un camp de vectors isdtrop i geodesic sobre ¢, tals que verifiquin les

suposicions sobre restriccions sobre

Gur 1 H# Guo 1 EF

Llavors, podem resoldre el sistema integrable per H. La nova metrica KS §,,,, donada
per la transformacié generalitzada de Kerr-Schild (10), és una solucié de les equacions
d’Einstein per a un tensor d’energia-moment de tipus fluid-perfecte, on (g, p, 4} estan

donades com funcions de (p,p,w*) i (H,0.H)".



La segona part d’aquest procediment general que estem descrivint, consisteix en
obtindre, a partir de cada teorema, la métrica KS de fluid-perfecte més general pos-

sible. La realitzacid d’aquesta part s’ha de portar a terme en dos pasos:

1) Trobar la métrica Havor g, 1 el camp de vectors isdtrop 1 geodesic /¢ més
generals possible, tals que cumpleixin les condicions del teorema en gilestio. En aguest
punt, és important assenyalar que la téenica que s'utilitza és 'anomenat formalisme de
Newman-Penrose (veure la referéncia [10]), el qual ens proporciona I'entorn matematic
més adequat per tal d’aconseguir els objectius proposats en aquest punt. Amb aquest
formalisme, trobem la meétrica lavor g, 1 el camp de vectors isdtrop 1 geodesic £,
mitjancant Pintegracié de les equacions de Newman-Penrose® (junt amb les identitats
de Bianchi i les condicions que imposi el teorema) en un sistema de coordenades

adient.

2) Integrar el sistema compatible d’equacions diferencials en derivades parcials
per al camp escalar H. Una vegada fet aixo, obtindrem directament la metrica KS
Guw Més general possible, a través de Pexpressié de la transformacié generalitzada de
Kerr-Schild (10).

Fins aquest punt s’ha exposat el procediment a seguir per aplicar la téenica de
la transformacié generalitzada de Kerr-Schild per a fluids perfectes. En els apartats
segilents es presenta la seva aplicacié a diversos casos junt amb els resultats que a

partir d’ells s’han obtingut.

3.4 Solucions per al cas amb distorsi6: ¢ # 0

En aquest apartat aplicarem el procediment general que s’ha descrit amb detall a
Vanterior apartat. En un dels punts del procediment, en concret al de 'obtencié del
sistema, d’equacions diferencials en derivades parcials per H, s’ha dit que hi aparéixien
dos casos clarament diferenciats depenen de si el camp de vectors isotrop i geodesic
[* té o no distorsié. Doncs bé, en aquest apartat s’estudiara el cas en el qual aquest
camp si té distorsio.

A continuacié, anirem seguint el pasos del programa sistematic que s’ha descrit.

3 Aquestes sén les equacions equivalents a les equacions d’Einstein en el formalisme de Newman-

Penrose,
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No obstant, en aquesta memoria s’exposaran només els resultats generals als quals ha
portat aquest procediment, sense detallar els calculs que ens hi han portat, principal-
ment degut a que, per una part la seva inclusié a la memoria no aportaria gaire llum
més sobre els continguts que s’exposen, 1 a que per altra part, la mida dels calculs
sobrepassaria, Ampliament Pextensié adient per una memoria com aquesta. Dit aixo,
passarem a veure quines son les principals caracterf{stiques i els resultats del cas que
en agquest apartat s’esta tractant.

A partir de Pestudi de les equacions d’Einstein per aquest cas, s’obté el segiient

teorema (veure les referéncies [8], [15] i [L7]):

Teorema 1: “Sigui g,z una meétrica conformement plana de fluid-perfecte, i sigui

¢ un camp de vectors isdtrop, geodesic i amb distorsid tals que verifiquin les segtients

condicions
e=10 (12)
P,, = 0* — 07, {13)
=0, (14)
G867 + ar(@ — 3) = 067 + o7{e — ), (15)
AT = 3:\7+T(u+7+f7)+7j;+29u, (16)

les quals sén coherents i possibles. Llavors, el camp escalar H, solucié del segiient

sistema d’equacions diferencials integrable

DH =0, (17)
B A I /72 72 TT . .
AH=—2(p+v+%) — 20~ = |—+—]—0—| H, (18)
o 2\o o oo
Mﬁ=f+gg—ma+ﬁﬂﬂ, (19)

defineix una nova metrica KS §ag a través de la transformacié generalitzada de Kerr-
Schild {10), la qual és una solucié de les equacions de camp d’Einstein per a un
tensor d’energia-moment de tipus fluid-perfecte, on la densitat de massa/energia p,
la pressié p i el camp de velocitats 4* del nou fluid perfecte estan donades per les
segllents expressions

i=q+2H®,,, (20)
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ﬁ = P+2Hq’0(;, (21)

e )

Eig)? = (£u , 22

(E ) = g T (o2 (22)
i, = 0, (23)

on p, piu® sén la densitat de massa/energia, la pressié i el camp de velocitats del

fluid perfecte llavor”.

Il tipus de Petrov de les métriques KS definides pel Teorema 1, ve donat pel

segiient teorema, el qual va ser provat a [8}:

Teorema 2: “Totes les noves métriques KS Jus definides pel Teorema 1 son del
tipus D de Petrov. A més, el camp de velocitats del fluid perfecte 4™ no esta al 2-espai
generat per els dos autovectors isotrops dobles del tensor de Weyl”.

Per tant, las noves métriques KS pertanyen a la classe 2 de la classificacid de
Wainwright per a les métriques de fluid-perfecte del tipus D de Petrov [18]. Aquest
teorema, va ser deduit directament de les expressions dels escalars del tensor de Weyl

per les metriques KS. Aquests escalars tenen les segiients expressions
W, =¥ =0, 3¥,=-2H%,,

2
Ty = —H 0, , U= —H b,
o T

Ara hem de trobar la métrica lavor g, i el camp de vectors isdtrop i geodesic ¢
més generals que satisfacin les condicions del Teorema 1. Com ja es va dir a apartat
anterior, per aconseguir aquest objectiu hem d’integrar les equacions de Newman-
Penrose sota les condicions impostes pel Teorema 1. Per fer aixo, agafem un sistema,
de coordenades {t,u,z,y}, on t és el parametre aff de les geodesiques isdtropes de £#,
u és una etiqueta per les hipersuperficies isdtropes ortogonals a £#, i = 1 ¢ sén etiquetes
per les dites geodesiques isdtropes a cada hipersuperficie « = constant. Amb aquest
sistema de coordenades, i utilitzant els meétodes estandar per a Vintegracié de les
equacions de Newman-Penrose, els quals es poden trobar, per exemple, a la referéncia

[11], s’obté el segiient element de Ifnia per la metrica llavor més general

, TN a, 2
ds? — —2Gdtdu + 2G> Mdu? + 1 (dm + fm»thu.) J e (dy - ——"-’t““du) (24

» -

19



on

M(t) = 2t (at® + bt™),

G(x,y) = g(x)h(y),
Gan + {20)%0g = h, + (20)*bh = 0.

En aquestes expression a, b i ¢ sén constants arbitraries. La densitat p, the pressié p

i el camp de velocitats del fluid perfecte, corresponents a aquestes metriques llavor,
venen donats per
q(t) = 317" [a(t + )% + b1 — o)’ <], (25)
p(t) = =5t~ [a(l + &) (1/5 + &)t + b(1 = &) (1/5 ~ o)t™°] , (26)
—di 2, 1 g G, _ d o
- , = VeIMZ e Do D¥ypme ) 27
“ V2M ! o GvVeM \ou ¢ o= L By (27)

D’aquestes expressions es pot veure clarament que hi ha una equacié d’estat, la gual

a partir de les expressions {25) i (26), es pot escriure de la segiient manera

[(5e+ 1)g + 3(c+ 1p]' ™ [24ac(l + )] ™ =
[(5¢ — 1)g +3(c — 1)p] "™ [24be(1 — ¢)])'™°.

Del fet que les métriques llavor siguin sempre conformement planes i de Pexistencia
d'una equacid d’estat a les metriques llavor que acaben de trobar, es dedueix que
aquestes metriques sén meétriques FLRW. [anica quantitat cinematica no nula de les
metriques FLRW és expansié, la qual en el cas que estem tractant, és

3M
m”:wﬁﬁ' (28)

Per altra part, el camp de vectors isotrop i geodesic £ ¢ la segiient forma

I .
¢ = gg, L= mGd.u,

Una vegada hem trobat la metrica llavor g, 1 el camp de vectors isdtrop i geodesic
" més generals possibles, el segiient pas és trobar el camp escalar H. Per aconseguir-

ho, hem de resoldre el sistema d’equacions diferencials en derivades parcials integrable
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i de primer ordre que apareix al Teorema 1. Fent-ho arribem a la seglient expressio
per H:

D g(x) :
H9) = 5y (W) ’

on [} és una constant arbitraria.

Finalment, mitjancant la transformacié generalitzada de Kerr-Schild (10), trobem
Pelement de linia de les noves meétriques KS de fluid-perfecte. La seva expressid ve
donada per

_ . G 2 G, 2
45 — —2Cdtdu + 2G> Mdu?® + 1~ (d:r: + m{;ithu) +plbe (dy _ —(#rﬂdu) C(29)

on
M(t,z,y) = M) + H(z, ).

La densitat 5, la pressié 7, i el camp de velocitats @ del nou fluid perfecte estan

definits per les equacions (20)-(23). Les seves expressions estan donades per

1—c?

Gtz y) = q(t) + —m—H(w, y),
B [ —¢?
Bt 2, y) = p(t) + 5 H{zy),
-t " -3 1 8 G..0 G s,
= e oS o [ L eye T Piyme D) 30
“ VoM " ot + VoM ((’m e t Oz + c ¢ 8y) (30)

Com es pot veure, a partir de Pexpressié de la densitat de massa/energia i de la
pressié del fluid perfecte de les noves metriques KS, no hi ha en general una equacié
d’estat, levat del cas en el qual el fluid perfecte associat a les meétriques Havor té una
equacié d'estat de matéria rigide: p = p. En aquest cas, equacié d’estat pel fluid
perfecte associat a les mdtriques KS també és de materia rigida: p = p. Per altra
part, a partir de les expressions que tenim, també es pot veure que aquestes noves
meétriques KS que hem trobat tenen un sol vector de Killing, excepte algln cas en
el qual tenen dos. Aquest fet ens indica que les meétriques KS de fluid perfecte que
hem trobat tenen un grau molt baix de simetria i per tant sén models cosmologics

inhomogenis.
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Finalment, abans de passar al segiient cas, veurem quines sén les expressions de les
quantitats cinematiques corresponents al fluid perfecte associat a las noves metriques

KS. Per una part, 'expansié i 'acceleracié sén

M .
0= + P
Tor (o),
—H H, H,
a dt + ’Jd)
= 2M( H v

on # és Vexpansié (28) de les métriques llavor, les quals com hem vist abans sén
metriques FLRW. Per altra part, la rotacidé d’aquest fluid és nul.la, i les components

diferents de zero de la distorsié estan donades per les segiients expressions

u =g (1= F) o= e (24 7).
aw:—%_—'—\/a)—_ﬁg(uﬁ), &mza%m, &g?,m@%;’—aﬁ,
&z%(wrr) , &“‘”zgfjé% (2+F),
awxz%(1—3c—ﬁ) , ayy=35§jﬁ(1+;r#ﬁ),

a on la funcié I és

- (“‘2 (;2
Flt,z,y) = [(l )G2t1+‘"+ (1 +r)0é’f1 C:l

2 M 2
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3.5 Solucions per al cas sense distorsié: o =0

En aquest apartat tornarem a aplicar el procediment general que tenim, pero ara
Vaplicarem al cas en el qual el camp de vectors isotrop i geodesic I* no té distorsid.
En aquest cas, Pestudi de les equacions d’Iinstein ens proporciona el segiient teorema

(veure les referencies [81 i [15}):

Teorema 3: “Sigui g, una métrica conformement plana de fluid-perfecte, i sigui

£ un camp de vectors isdtrop, geodesic 1 sense distorsio tals que verifiquin les segtients

condicions
0=10 (31)
T =0, (32)
b, =Co® (C#11C>0), (33)
Ar (24 C) 7y = 3) = 207 4 (g + By + A) + T,
= — T - —_ — . B e (l —_—
t Y= o ooy et e
2’7'(1311
1 - 2C :
QC( ), (34)

les quals sén coherents 1 possibles. Llavors, si V' és una solucié real del seglient sistema

d’equacions diferencials integroble

DV =2V,

8V = 20U + (T — @)V,

A V 30
Asz(OWQMVA(7+%V+2V—+4Vg3+2ﬁmmw*g5+
0 0 o (1-0C)

4V
—{ ], P
+ Q(I—C)(#LQ+(11+A))

aleshores les funcions H solucions del sistema compatible

U=6H+2Ha, (35)
V =DH+2Hyp, (36)
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v

b Ay

, V
AH = _Q(M—}—’y +y)H ——,LL"B" A 3 (37)

v
g*(1 - C)?

on U/ estd donada per

— - - - e ,

Qz - (l)r)o Q(l - C)
defineix una nova métrica KS g a través de la transformacié generalitzada de Kerr-
Schild (10), la qual és una solucié de les equacions de camp d’Einstein per a un

H

tensor d’energia-moment de tipus fuid-perfecte, on la densitat de massa/energia p
o ¥ & 1
la pressié p i el camp de velocitats 4 del nou fluid perfecte estan donades per les

seglients expressions

§=q—2Vo+6Hp* (38)
p=p+2Vo+2Ho*(2C - 3), (39)
14+ 2H (o, )2 o .
= — \/ ‘ ( ) wo (£%ua) k. (40)
2(8uq) 1+ 2H (4u,)?

on p, piu® sén la densitat de massa/energia, la pressio i el camp de velocitats del

fluid perfecte Havor”.

El tipus de Petrov de les metriques KS de fluid-perfecte definides pel Teorema 1,

ve donat pel segiient teorema, el qual va ser provat a [9]:

Teorema 4: “Totes les noves meétriques KS §,, definides pel Teorema 3 sén del
tipus D de Petrov i tenen el camp de velocitats del fluid perfecte 4" fora del pla

principal definit per Pestructura algebraica del tensor de Weyl”.

Ara, seguint els pasos del procediment general, hem de trobar la metrica llavor g,
i el camp de vectors isotrop i geodésic ## més generals que satisfacin les condicions
del Teorema 3. Per tant, hem d’integrar les equacions de Newman-FPenrose sota les
condicions impostes per aquest teorema. Per tal de fer aixo, procedirem de la mateixa
manera que a Papartat anterior {cas amb distorsié), és a dir, agafant un sistema de
coordenades {t,u,z,y}, on aquestes coordenades tenen el mateix significat que al
cas anterior. Despres de realitzar Uintegracié de les equacions de Newman-Penrose,
obtenim el segilent element de lnia per la metrica llavor més general

‘ . 1 L
ds* = —2xdtdu + 22° Mdu® + t*™ (dn: + ﬁtl"zmdu) + 7yt (41)
L — &M
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on

k.
(¥R

M (t) = 2at™™.

™m =

En aquesta expressié a és una constant arbitraria. La densitat p, the pressié p i el
camp de velocitats del fuid perfecte, corresponents a aquestes metriques llavor, venen

donats per

q(t) = [2am*** (42)
p(t) = dam(2 ~ 5m)t*™ 2 (43)
—dt J t d ti2m g
= = VM A e | o e | 44
“ VoM “ 8t+x 2M 3u,+2m—18;c (44)

D’aquestes expressions es pot veure clarament que hi ha una equacié d’estat, la qual
es pot escriure de la seglient manera

B 2 — 5

D= .

3m
Com a Papartat anterior, del fet que les métriques Havor siguin sempre conformement
planes i de lexisténcia d'una equacié d’estat a les metriques llavor que acaben de
trobar, es dedueix que aquestes métriques sén metrigues FLRW. A més, a partir de
'expressié de la densitat de massa/energia i de la pressid, es pot veure que en aquest

les metriques llavor sén FLRW-planes, i la seva expansio és
B(t) = 6/amt™ . (45)

Per altra part, el camp de vectors isotrop i geodésic # té la segiient forma,
0
f = a, {= —rcdu,
Ara que ja tenim la metrica Havor g, 1 el camp de vectors isdtrop i geodesic
#* més generals possibles, el segiient pas és trobar les funcions U 1 V, i despres, a
partir d’elles el camp escalar H. Integrant els corresponents sistemes d’equacions

diferencials que aparéixen al Teorema 3 s’arriba a les segiients expressions

am—1

V('l'i, (L‘) = Dx~ — t-Zm,



D ,szgg%tlﬂsm
V2(2m — 1)

Ult,z) =

H(t,z) = bt*™ +

on 61 D son constants arbitraries.

Finalment, mitjancant la transformacié generalitzada de Kerr-Schild (10}, trobem
I’element de linia de les noves metriques KS de fluid-perfecte. La seva expressié ve
donada per
1-2m

1—2m

2
d§* = —2xdtdu + 22> Mdu? + t*™ (dm + du) + £y, (46)
on

Mt e, y) = M(t) + H(x,y).

La densitat p, la pressié g, i el camp de velocitats @ del nou fluid perfecte, definits

pel Teorema 3, tenen les seglients expressions

. (1 — —
Gt,z,y) = 6(2a + Dym* "> + 2D~—————rr3.(“ 4;:)3:“;1“--% gl
} 1 — 77— .
ﬂuxw):2@a+bWﬂ2—&mﬁmﬂ+20TLmJ@m%x%fvhg
1—4m
PR SV 3 L S A
CVewm Ot porr \Ou  2m-—18z /)

En aquest cas, en quant a la possible equacié d’estat per al fluid perfecte de les
metriques KS, passa el mateix que al cas anterior, és a dir, només hi ha equacio
d’estat quan el fluid perfecte associat a les métriques HNavor té una equacié d’estat de
matéria rigida: p = p. En aquest cas, Uequacié d’estat pel fluid perfecte associat a
les metriques KS també és de materia rigida: § = p. Per altra part, a partir de les

expressions que tenim, es pot veure que, en el cas d’aquest apartat les noves metriques
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K8 que hem trobat tenen dos vectors de Killing, a diferéncia que al cas anterior, en el
qual en general hi ha solament un. De tota manera, aquestes metriques KS de fluid
perfecte que hem trobat tenen un grau molt baix de simétria, i per tant, també sén
models cosmologics inhomogenis. A més, un altre fet que cal destacar, tant de les
metriques KS obtingudes a Papartat anterior com de les meétriques KS obtingudes en

aquest apartat, és que totes contenen les métriques de FLRW.
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4 CONCLUSIONS

En aquest capftol farem una recapitulacié del contigut gque d’aquesta memoria

valorant els resultats obtinguts en constrast amb els objectius inicials del projecte.

En primer lloc hem de recordar que Pobjectiu principal d’aquest projecte
d’investigacié ha sigut intentar trobar models cosmologics inhomogenis, mitjangant
la teoria de la Relativitat General. Per portar a terme aquest objectiu, s’ha utilitzat
una de les diferents tecniques de les quals la Relativitat General disposa per aquest
fi, de forma que, mitjancant aquesta técnica (la transformacié generalitzada de Kerr-
Schild per a fluids perfectes), hem dissenyat un procediment general per trobar models
cosmologics. En aquesta memoria s’han exposat dos casos als quals s’ha aplicat
aquesta técnica. En ambdos casos els resultats han estat bastant bons, ja que s’han
trobat, a tots dos, noves solucions de fluid-perfecte de les equacions d'Einstein, les
quals tenen les propietats, en les quals, en un principi estavem interesats, és a din
per una part, aquests models cosmoldgics que s'han trobat tenen un grau molt baix
de simetria, fet que implica que aquests models cosmoldgics sén inhomogenis. I per
una altra part, com ja s’ha vist, tots aquests models cosmologics contenen alguns
dels models cosmologics FLRW, els quals, com s’ha explicat a l'introduccid, sén els
models en els quals s’ha basat fins ara el Model Estandar de I'Univers per fer les seves
prediccions.

Com a mostra de U'interés dels resultats que en aquesta memoria s’han exposat,
cal destacar el fet que la revista internacional de Fisica Teorica Classical and Quan-
tum Grovity ha acceptat per publicacid un article que recull alguns dels resultats
aqui trobats, en concret, els que es refereixen al cas amb distorsié. L'altre cas, junt
amb possibles futurs resultats en aquest camp d’investigacid, seran proposats per
publicacié més endavant.

A més dels casos aqui estudiats, als apartats 3.3. 1 3.4, altres casos han sigut
estudiats, perd els resultats obtinguts ja sén coneguts per la comunitat cientifica, i
per tant es poden trobar a la literatura. Per aquest motiu, hem decidit ometre la
seva exposicid en aquesta memoria.

En resum, podem dir que la téenica de la Tranformacié generalitzada de Kerr-

Schild per a fluids perfectes proporciona uns resultats, que fan que aquesta tecnica
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mereixi un lloc destacat entre els métodes que avui dia tenim per la recerca de models

cosmologics inhomogenis.
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